坐标 几何 与 函数 


我 们 在 这 一 节 介 绍 坐 标 几 何 与 函数 概念 的 历史 与 价值 .我们 将 用 较 大 的 篇 幅 介 绍 它们 的 
创始 人 的 思想 与 成 就 ， 以 便 从 这 些 大 科学 家 的 身上 学 到 一 些 科学 的 世界 观 和 方法 论 . 


坐标 几何 


坐标 几何 就 是 通常 所 说 的 解析 几何 .作者 认为 解析 几何 作为 这 个 学 科 的 名 称 不 恰当 ， 因 
为 “解析 ” (analytic) 的 例 义 是 ( 自 伯 拉 图 以 来 ) 是 指 ; 从 结论 开始 往 回 寻找 ， 直 到 一 些 
已 知 的 条 件 为 止 ， 从 而 解答 问题 . 这 与 证 明 中 演绎 推理 的 过 程 恰好 相反 .而 在 解析 几何 中 主 
要 的 方法 是 用 代数 工具 解决 几何 问题 ， 与 上 述 的 “解析 ”的 含义 不 同 。 似 乎 “代数 几何 ”更 
贴切 一 些 (现今 的 “代数 几何 ”是 一 个 庞大 的 学 科 ， 可 以 认为 是 解析 几何 的 高 度 的 抽象 与 扒 
广 ). 

对 于 坐标 几何 作出 主要 贡献 的 是 费 马 (Fermat)(1601-1665) 和 笛 卡 尔 (1596-1650) . 
他 们 把 代数 方程 和 曲线 曲面 等 几何 对 象 联系 起 来 ， 是 数学 发 展 中 最 重要 的 创造 之 一 .和 历史 
上 的 大 数学 家 一 样 ， 他 们 都 在 众多 学 科 中 有 很 深 的 造 齐 . 

费 马 在 微 积分 起 源 的 四 个 方面 ( 由 路 程 求 速度 和 加 速度 及 其 反问 题 ( 由 初速 度 加 速度 求 
速度 和 路 程 )、 求 曲线 的 切线 、 极 值 问题 、 求 长 度 、 面 积 、 体 积 ) 中 的 两 个 (切线 和 极 值 ) 
给 出 了 一 般 的 方法 ( 求 微 商 )。 他 在 光学 上 提出 了 最 小 时 间 原 理 ， 由 此 出 发 证 明了 ( 1626 
年 之 前 由 斯 内 尔 (Snel]) 发 现 的 ， 后 来 稍 卡 尔 独 立地 由 发 现 了 的 ) 光 的 折射 定律 (如果 和 和 牛 
顿 第 一 定律 联系 起 来 ， 似 乎 自然 界 有 追求 经 济 化 的 一 般 原则 )， 这 是 一 流 的 贡献 .他 和 帕 斯 
卡 (Pascal)(1588-1651) 共同 开创 了 概率 论 的 研究 ( 在 通信 中 解决 财 注 分 配 的 问题 具有 一 
般 性 )， 他 在 数论 中 的 贡献 是 众所周知 的 ， 他 创造 了 无 限 下 降 法 (与 归纳 法 相反 ， 要 想 证 明 
一 个 命题 对 于 所 有 的 一 类 正 整数 ( 例如 形 如 4m 十 3 的 素数 ) 都 成 立 ， 只 要 证 明 , 如 果 有 一 
个 数 使 得 结论 不 成 立 ， 则 必 有 一 个 更 小 的 数 使 得 结论 不 成 立 ， 从 而 得 到 矛盾 ( 结论 对 于 最 小 
的 数 总 应 当 是 对 的 ， 否 则 结论 显然 错误 ) ). 费 马 研究 过 素数 的 多 种 形式 的 表达 式 ， 例 如 形 如 
47 十 ] 的 素数 可 以 唯一 地 表示 为 两 个 平方 数 的 和 ， 形 如 8m 十 1 和 8m 十 3 的 素数 可 以 表 
示 为 2 十 22 .高 斯 在 费 马 的 影响 下 研究 了 整 系数 二 元 二 次 型 表达 整数 问题 ， 是 现代 数论 
的 开端 . 方程 Z2 -- 4%2 = 1(4 为 正 整数 ) 有 无 穷 多 整数 解 是 费 马 证 明 的 ， 此 方程 后 来 被 
欧 拉 误 称 为 贝尔 方程 。 对 于 费 马 大 定理 的 研究 更 始 现代 数论 的 长 久 的 推动 力 . 

费 马 了 解 韦 达 ( 将 十 希腊 的 几何 中 隐藏 的 代数 恒等式 用 当时 的 符号 表达 出 来 ) 的 工作 ， 
这 有 助 于 他 创造 坐标 几何 . 他 实际 上 引入 的 是 斜 坐标 系 。 对 于 平面 上 的 一 条 曲线 ， 他 选 定 一 
个 点 O 和 由 O 出 发 的 曲线 下 方 的 一 条 射线 。 对 于 曲线 上 的 一 般 点 J ,由 .] 出 发 作 一 条 
直线 与 射线 交 于 一 点 媳 , 将 OZ 的 长 度 记 为 4 ， 2G. 的 长 度 记 为 媚 ， 则 .7 的 位 置 就 由 
4 、 瓦 两 个 字母 定 出 他 没有 明确 地 写 出 另 一 个 坐标 轴 ， 也 不 用 负数 . 他 这 样 表达 他 的 原 
理 ，“ 只 要 在 最 后 的 方程 中 出 现 两 个 未 知 量 ， 我 们 就 得 到 一 个 轨迹 ， 这 两 个 量 之 一 ， 其 末端 
就 描绘 出 一 条 直线 或 曲线 . ”他 给 出 了 直线 以 及 所 有 二 次 曲线 的 方程 ， 并 且 断 言 ， 如 果 方程 
是 一 次 的 ， 则 它 表 示 的 曲线 是 直线 ， 如 果 方 程 是 二 次 的 ， 则 它 表 示 的 曲线 是 圆锥 曲线 。 他 在 
1637 年 的 《 求 最 大 之 和 最 小 值 的 方法 》 一 书 中 引进 了 曲线 y = z2 和 2 二 22 

他 创造 坐标 几何 的 动机 是 寻求 解决 几何 问题 的 一 般 方法 ( 在 他 们 之 前 ， 几 何 学 中 的 技巧 
性 很 强 ， 几 乎 每 个 问题 都 要 不 同 的 方法 去 处 理 )， 在 1629 年 写 的 1679 年 出 版 的 《平面 和 


立体 的 轨迹 引 论 》 这 本 小 书 中 明确 说 ， 他 找到 了 一 个 研究 曲线 问题 的 普遍 方法 . 

笛 卡 尔 是 近代 第 一 个 杰出 的 哲学 家 ,他 又 是 现代 生物 学 的 黄 基 人 、 第 一 流 的 物理 学 家 。 
他 只 偶然 地 是 个 数学 家 . 

他 是 机 械 论 哲学 的 疯 基 人 ， 机 械 论 的 含义 是 ， 一 切 自 然 现 象 (包括 人 体 的 机 制 ) 都 可 以 
归结 为 符合 力学 定律 的 运动 (但 灵魂 除外 )。 他 认为 有 两 个 世界 ， 一 个 是 由 不 变 的 粒子 、 原 
子 以 及 它们 在 空 的 空间 中 的 运动 构成 的 物质 世界 ,运动 是 力作 用 在 基本 粒子 上 的 结果 ， 而 力 
服从 于 不 变 的 数学 定律 . 这 些 定律 是 上 帝 也 无 法 干预 的 。 另 一 个 是 思维 世界 ( 如 甜 与 苦 、 冷 
与 热 以 及 颜色 等 )， 即 人 的 感官 被 物质 世界 冲击 时 产生 的 效果 ， 他 只 存在 于 人 的 党 念 中 ， 实 
际 上 并 不 存在 .他 的 哲学 风行 于 17 世纪 .牛顿 对 于 运动 的 重视 受 了 笛 卡 尔 很 大 的 影响 . 在 
天 文学 中 他 创立 的 游 涡 理 论 在 17 世纪 是 最 有 影响 的 字 密 学 说 .他 是 光 的 折射 定律 的 发 现 者 
之 一 ， 对 于 透镜 尤其 有 兴趣 . 他 本 人 做 了 许多 力学 、 光 学 和 生物 学 的 实验 . 他 不 推崇 纯粹 数 
学 ， 认 为 把 数学 方法 只 用 于 数学 本 身 是 没有 价值 的 ， 因 为 这 不 是 在 研究 自然 ， 

在 数学 中 他 主张 采用 代数 和 几何 中 一 切 最 好 的 东西 互相 取长补短 。 事实 上 ， 他 所 作 的 是 
把 代数 用 到 几何 中 去 . 他 看 到 了 代数 在 提供 一 般 方法 方面 的 用 途 ， 以 及 代数 的 机 械 推 理 能 减 
少 解 题 时 思维 的 工作 量 . 这 种 思想 体现 在 他 的 《几何 》 一 书 中 . 他 自 吹 说 欧洲 几乎 没有 一 个 
数学 家 能 介 它 的 著作 ( 他 在 书 中 省 略 了 所 有 的 证 明 )， 该 书 在 开头 部 分 仿照 韦 达 用 代数 表示 
几何 图 形 中 出 现 的 量 的 的 相等 关系 ,但 是 他 引入 的 量 可 以 是 已 知 的 ,也 可 以 是 未 知 的 . 他 的 
目的 是 解决 几何 作 图 问题 。 他 说 明了 用 这 种 方法 解决 作 图 问题 的 一 般 原 则 ， 即 : 首先 假定 图 
形 已 经 作出 ， 用 字母 表示 必要 的 几 个 已 知 和 未 知 线段 (未 知 线段 可 以 是 多 个 )， 然 后 ， 弄 清 
楚 这 些 (已 知 、 未 知 ) 线段 之 间 的 关系 ， 使 得 同一 个 量 能 够 用 两 种 方式 表示 出 来 ， 这 样 就 得 
到 一 个 方程 。 要 找 出 与 未 知 量 个 数 同样 多 的 方程 ， 再 经 过 代数 运算 ( 解 方程 )， 求 出 所 要 作 
的 未 知 线 段 (用 已 知 线段 给 出 的 ) 表达 式 . 依据 这 个 表达 式 就 可 以 作出 未 知 线段 . 这 并 不 是 
现代 意义 下 的 解析 几何 ， 而 只 是 代数 方法 在 几何 作 图 中 的 应 用 ， 称 为 确定 的 作 图 方法 . 

接着 ， 他 考虑 所 谓 不 确定 作 图 .这 种 作 图 的 结果 是 得 到 许多 长 度 ， 这 些 长 度 对 应 的 线段 
的 端点 填 满 一 条 曲线 . 他 (类 似 于 费 马 所 作 的 那样 ) 选 定 一 个 点 4 和 过 4 的 一 条 直线 作为 
基线 ( 坐标 轴 )。 从 图 形 上 的 一 个 点 王 出 发 作 一 条 与 基线 成 固定 角度 的 直线 ， 与 基线 交 于 一 
点 妃 , 他 把 妃 到 4 的 距离 记 为 Z， 天 到 已 的 距离 记 为 y (实际 上 就 是 斜 坐标 系 ) 此 时 
经 过 代数 方法 的 到 的 方程 是 不 定 方程 (含有 两 个 未 知 量 zx 和 % )。 笛 卡尔 着 重 指出 ， 对 于 
每 个 2 ， 4 满足 一 个 确定 方程 ， 因 而 可 以 画 出 x 、 y 对 应 的 端点 。 如 果 取 无 穷 多 个 z 的 
值 ， 就 得 到 无 穷 多 个 Y 的 值 ， 从 而 得 到 无 穷 多 个 点 C . 所 有 这 些 C 的 轨迹 就 是 不 确定 的 
作 图 所 希望 得 到 的 曲线 。 他 也 只 考虑 正 的 x 、% 。 对 于 确定 和 不 确定 作 图 他 都 对 于 具体 的 
例子 给 出 解答 ， 但 是 没有 证 明 。 

有 了 曲线 方程 的 思想 之 后 , 笛 卡 尔 断 言 : 曲线 的 方程 的 次 数 与 坐标 轴 的 位 置 的 选取 无 关 . 
他 又 强调 指出 好 的 坐标 轴 的 选取 应 当 使 得 方程 简单 ( 这 含有 曲线 方程 的 标准 形 的 思想 )。 他 
还 考虑 对 于 两 条 不 同 的 曲线 的 交点 问题 ; 在 同一 坐标 系 下 写 出 他 们 的 方程 , 求解 联 立 方程 即 
可 得 到 交点 (的 坐标 )， 实 际 上 它 并 没有 (也 不 可 能 ) 真正 去 解 高 于 二 次 联 立方 程 ， 而 只 是 
在 两 条 曲线 已 经 作出 的 假定 下 断言 二 曲线 的 交点 是 联 立方 程 的 解 . 

接着 笛 卡 尔 讨论 几 何 曲线 的 分 类 。 他 把 一 次 、 二 次 曲线 称 为 第 一 类 ( 他 说 圆锥 曲线 是 二 
次 的 ,但 没有 证 明 ). 三、 四 次 曲线 为 第 二 类 ， 五 、 六 次 曲线 为 第 三 类 ， 依 此 类 推 . 他 认为 在 
同一 类 中 次 数 较 高 的 方程 可 以 化 为 次 数 较 低 者 ( 这 个 观念 当然 是 不 对 的 )， 他 认为 曲线 的 复 
杂 程 度 由 方程 的 次 数 所 决定 ， 以 至 于 象 草 叶 线 ( 其 方程 为 Z3 十 一 3azy =0 ) 比 9 一 24 
还 要 人 简单 . 


笛 卡 尔 也 考虑 了 三 维 坐 标 ， 指 出 空间 中 的 一 点 向 两 个 垂直 平面 做 垂 线 可 以 描述 个 点 的 位 
置 ， 由 此 可 以 写 出 空间 曲线 、 曲 面 的 方程 。 但 是 他 没有 进一步 考虑 这 种 三 维 的 推广 . 

稍 卡 尔 批判 希腊 人 将 曲线 分 为 平面 曲线 、 立 体 曲线 和 线性 曲线 的 观点 。 希腊 人 将 直线 与 
圆 称 为 平面 曲线 ， 将 圆锥 曲线 称 为 立体 曲线 ， 其 余 的 曲线 ( 如 蚌 线 、 螺 线 ) 为 线性 曲线 ， 因 
为 他 们 需要 靠 圆 规 直 尺 之 外 的 特殊 机 械 工具 才能 画 出 . 笛 卡 尔 说 : 圆规 直 尺 也 是 机 械 . 机 械 
作 图 的 准确 性 无 关 基 要 ,不 能 说 只 有 用 圆规 和 直 尺 作出 的 图 形 才 是 合法 的 . 他 引入 了 “几何 
曲线 ”的 概念 : 可 以 用 含 两 个 变量 的 有 限 次 代数 方程 表示 的 曲线 . 这 大 大 地 推广 了 曲线 概念 
的 容许 度 ， 其 他 的 曲线 则 称 为 机 械 曲 线 。( 后 来 莱 布 尼 效 将 稍 卡 尔 的 “几何 曲线 ”与 “机 械 
曲线 ”分 别称 为 “代数 曲线 ”和 “超越 曲线 >. ) 

坐标 几何 的 重要 性 有 几 点 是 显而易见 的 ， 1. 研究 对 象 的 扩大 : 笛 卡 尔 大 大 冲破 了 希腊 
人 的 几何 对 象 ， 2. 全 新 的 方法 : 用 代数 方法 可 以 迅速 地 证 明 任何 几何 事实 ， 而 且 这 种 方法 
是 一 种 统一 的 、 机 械 的 程序 ， 甚 至 更 为 有 效 ( 例如 证 明 三 角形 3 个 高 线 交 于 一 点 ， 在 几何 中 
要 区 分 该 点 (重心 ) 在 三 角形 内 、 外 的 情形 ， 而 用 代数 方法 可 以 统一 地 处 理 )，3. 坐标 几何 
是 双 面 的 工具 ， 几 何 的 概念 可 以 用 代数 的 语言 表述 ， 几 何 的 问题 可 以 用 代数 的 方法 解决 ; 反 
过 来 给 代数 的 语言 以 几何 的 解释 可 以 使 得 人 们 直观 地 掌握 那些 代数 语言 的 意义 ,从 而 得 到 启 
发 去 提出 新 的 结论 ( 这 在 后 来 的 代数 几何 中 尤为 明显 ). 拉 格 朗 日 (Lagrange)(1736-1813) 
曾 在 他 的 《数学 概要 》 中 写 道 : “只 要 代数 同 几 何 分 道 扬 镰 ， 它 们 的 进展 就 缓慢 ， 它 们 的 应 
用 就 狭窄 。 但 是 当 这 两 门 科 学 结 成 伴侣 时 ， 它 们 就 互相 吸取 新 鲜 的 活力 。 从 那 以 后 ， 就 以 快 
速 的 步伐 走向 完善 . ”4. 坐标 几何 能 够 将 形象 表达 为 数量 的 形式 ， 这 正 是 测 地 学 、 航 海 学 、 
天 文 计算 、 抛 物体 运动 、 光 线 在 透镜 传播 等 大 量 实际 问题 所 需要 的 . 

坐标 几何 使 得 代数 变 得 比 几何 更 重要 ， 为 代数 与 几何 的 位 置 的 颠倒 铺 平 了 道路 。 17 世 
纪 以 前 几何 统治 着 代数 ， 代 数 处 于 附庸 的 地 位 。 17 世纪 之 后 ， 代 数 成 为 了 数学 的 基本 学 
科 . 在 这 个 交 共 过程 中 ， 微 积分 起 到 了 决定 性 的 作用 . 牛顿 和 莱 布 尼 兹 都 认为 微 积分 和 无 穷 
级 数 是 代数 的 扩展 ， 是 “无 穷 ” 的 代数 。 1797 年 拉 格 朗 日 在 《解析 函数 论 》 中 说 ，“ 微 积 
分 及 其 以 后 的 发 展 只 是 初等 代数 的 一 个 推广 . ” 

在 策 卡 尔 之 后 ， 坐 标 几 何 仍然 有 一 些 进展 ， 但 在 17 世纪 中 进展 缓慢 .其 原因 之 一 是 和 贡 
卡尔 在 《几何 》 一 书 中 强调 代数 只 是 作为 几何 作 图 的 工具 ， 从 而 掩盖 了 坐标 几何 的 一 般 思 
想 。 其 二 是 稍 卡 尔 故意 将 他 的 《几何 》 写 的 使 人 难 懂 ， 因 而 传播 缓慢 . 此外， 由 于 历史 的 影 
响 , 许多 人 不 同意 把 代数 与 几何 混淆 起 来 , 其 中 包括 塔 尔 塔 利 亚 、 韦 达 、 牛顿 这 些 大 数学 家 . 
牛顿 的 观点 是 代数 应 当 被 排除 在 初等 几何 之 外 ， 以 免 影 响 初等 几何 的 简单 性 . 使 得 坐标 几何 
迟 迟 不 被 接受 的 的 最 重要 的 原因 是 : 代数 缺乏 严密 性 ， 事 实 上 无 理 数 长 期 没有 被 真正 承认 为 
数 ， 所 以 无 法 将 实数 与 点 对 应 起 来 ， 而 这 正 是 坐标 几何 的 基础 ， 

沃 利 斯 (Wallis)(1616-1703) 在 《 论 圆锥 曲线 》 ( 1655 ) 中 第 一 次 有 意识 地 引进 负 的 
横 纵 坐标 . 他 可 能 是 第 一 个 用 方程 推导 圆锥 曲线 的 性 质 的 人 . 牛顿 的 《 流 数 法 与 无 穷 级 数 》 
大 约 写 于 1671 年 (第 一 次 出 版 是 1736 年 的 英 译本 )， 其 中 大 量 地 应 用 了 坐标 几何 除了 
平面 直角 坐标 系 之 外 (可 能 从 沃 利 斯 处 学 来 的 )， 他 还 引入 了 极 坐标 系 和 双 极 坐标 系 (给 定 
一 个 两 个 点 ， 用 到 这 两 个 点 的 距离 决定 一 个 点 )， 但 人 们 公认 (大 ) 伯 努 利 是 极 坐标 的 发 明 
者 (他 在 1691 年 发 表 了 一 篇 关于 极 坐标 的 文章 ， 而 当时 牛顿 的 书 还 没有 出 版 ). 


函数 


函数 是 数学 中 最 重要 的 概念 之 一 。 天 数 的 思想 应 当 说 起 源 于 伽利略 (Galileo)(1564- 
1642) 


伽利略 在 许多 科学 领域 中 都 是 杰出 的 人 物 . 他 被 称 为 是 现代 发 明之 父 . 他 是 敏锐 的 天 文 
观察 者 . 他 虽然 不 是 望远镜 的 发 明 者 ， 但 是 他 一 听 说 有 关 望 远 镜 的 说 法 ， 就 能 立即 造 出 一 个 
来 . 他 是 显微镜 的 独立 发 明 者 ， 他 设计 了 第 一 个 摆 钟 ， 还 设计 了 并 制作 了 一 种 罗盘 ， 罗 盘 的 
标 斥 自动 给 出 数据 ， 而 不 像 以 前 那样 需要 使 用 者 去 计算 数据 . 他 是 近代 声学 的 第 一 个 重要 的 
研究 者 ， 这 项 研究 成 为 18 世纪 数学 工作 中 的 主要 动力 之 一 . 

他 的 科学 哲学 大 部 分 与 稍 卡 尔 一 致 ， 但 是 他 给 近代 科学 制定 出 更 彻底 更 有 效 更 具体 的 程 
序 ， 并 且 用 自己 的 工作 正 是 该 程序 的 有 效 性 . 他 把 科学 与 宗教 教条 决然 割裂 开 来 . 

他 对 于 自然 界 的 看 法 和 策 卡 尔 基本 相同 . 德 迹 克 里 特 的 原子 论 在 伽利略 的 著作 中 比 在 笛 
卡尔 著作 中 更 为 明显 。 他 认为 有 真空 (这 不 同 于 笛 卡 尔 以 及 以 前 的 哲学 家 、 物 理学 家 )， 原 
子 在 真空 中 运动 . 伽利略 认为 原子 的 主要 性 质 是 不 可 透 入 性 和 不 可 毁灭 性 . 物质 的 质 的 差别 
是 由 于 原子 的 数量 、 大 小 、 形 状 和 位 置 排列 上 的 差别 造成 的 ,物质 的 变化 是 由 原子 的 组 合 和 
分 解 引起 的 . 他 相信 自然 界 按照 完美 而 且 不 变 的 数学 规律 活动 着 . 伽利略 也 将 世界 分 为 第 一 
性 和 第 二 性 的 . 他 说 : “如 果 把 耳 抄 、 舌 头 、 鼻 子 都 去 掉 ， 我 的 看 法 是 : 形状 、 数 量 ( 大 小 ) 
和 运动 将 仍然 存在 ， 但 是 将 要 失去 气味 、 味 道 和 声音 ， 这 些 是 活 的 动物 抽象 出 来 的 ， 依 我 看 
来 ， 只 是 一 些 名 词 而 已 .” 这 样 ， 伽 利 略 透 过 了 成 千 上 万 的 现象 和 性 质 而 集中 到 物质 和 运动 
这 两 种 可 以 用 数学 描述 的 对 象 . 他 也 认为 任何 一 个 科学 分 支 应 建立 在 数学 公理 或 原理 的 基 
础 上 ， 通 过 演绎 推理 建立 新 的 真理 . 

他 的 方法 论 基 本 上 达 芬 奇 和 培根 一 致 ， 即 物理 学 的 真理 应 当 来 自 经 验 与 实验 . 这 与 和 和 希 
腊 人 、 中 世纪 人 《【〈 哥 白 尼 以 及 开 普 勒 为 代表 ) 甚至 稍 卡 尔 有 根本 性 的 不 同 . 这 些 人 都 相信 基 
本 真理 出 自 人 的 内 心 : 只 要 对 于 周围 的 现象 认真 地 去 想 ， 就 可 以 得 到 例如 “等 量 加 等 量 仍 是 
等 量 ” 或 “两 点 确定 一 条 直线 ” 这样 的 数学 公理 . 在 物理 学 中 , 希腊 人 (特别 是 亚 里 士 多 德 ) 
也 曾 这 样 地 找 出 原理 . 一 旦 出 现 不 符合 这 些 真理 的 现象 时 ， 他 们 就 造 出 一 些 特殊 的 解释 ， 这 
些 人 坚信 先天 性 的 真理 到 如 此 程度 : 〈 依照 伽利略 的 说 法 ) 他 们 首先 决定 世界 应 该 怎样 ， 然 
后 把 看 见 的 东西 配合 到 预想 的 原理 中 去 。。 

伽利略 指出 : 在 物理 学 中 , 和 在 数学 中 相反 , 基本 原理 必须 来 自 经 验 与 实验 ; 在 寻求 基本 
的 原理 的 过 程 中 ， 要 注意 的 是 自然 界 是 怎样 说 的 ， 而 不 必 在 意 心 中 所 愿意 的 是 什么 . 他 说 : 
“自然 界 不 是 先 造 出 人 脑 ， 然 后 把 世界 安排 得 使 得 它 能 够 被 人 的 智 芒 所 接受 . ”伽利略 所 说 
的 “基本 原理 来 自 于 经 验 和 试验 ”有 其 更 精确 的 含意 . 这 主要 体现 在 以 下 几 个 方面 。 1. 出 
于 自然 界 是 简单 的 、 和 谐 的 这 样 的 信心 , 他 (和 50 年 后 的 牛顿 ) 相信 :， 少数 的 关键 性 试验 
应 该 能 产生 正确 的 基本 原理 。 而 他 所 谓 的 少数 关键 性 试验 ， 其 中 有 许多 是 思想 中 的 实验 : 依 
照 日 常 经 验 应 该 得 到 的 结果 就 是 他 的 实验 结论 . 例如 ,他 在 《关于 两 大 世界 体系 的 对 话 》 中 
描写 一 个 球 从 行驶 的 船 的 枪杆 上 掉 下 来 时 的 运动 ， 对话 人 之 一 问 他 是 否 作 过 这 样 的 实验 ， 
他 说 : “没有 做 过 ， 我 也 不 需要 做 ， 即 使 没有 任何 经 验 ， 我 也 能 肯定 是 这 样 的 ， 因 为 它 不 能 
不 是 这 样 的 .” 2. 同 其 他 近代 科学 的 葛 基 人 一 样 ， 他 也 认为 科学 工作 中 的 演绎 数学 部 分 要 
比 实验 部 分 所 起 的 作用 大 得 多 。 这些 数学 演绎 建立 在 通过 直观 和 关键 性 的 观察 和 试验 所 得 
到 的 具有 普遍 意义 的 、 深 刻 的 、 清 晰 地 而 且 不 变 的 基本 原理 的 基础 上 . 但 在 获取 基本 原理 的 
的 方法 上 ， 人 伽利略 认为 必须 通过 抽象 去 掉 试 验 及 观测 结果 偶然 和 次 要 的 效应 ， 才 能 得 到 真 
理 。 例如 他 曾 观 察 不 同 的 物体 在 空气 中 降落 的 速度 的 差异 都 比 在 水 中 的 降落 速度 的 差异 要 
小 ， 所 以 他 断定 结束 越 稀薄 ， 这 种 差异 就 越 小 . 于 是 他 得 出 结论 : 在 真空 中 任何 物体 的 下 降 
速度 都 相等 。 3. 不 同 于 以 往 的 只 注重 寻找 自然 界 行为 的 定性 解释 的 人 ， 伽 利 略 主张 寻求 
量 的 公理 。 例 如 他 提出 了 : 物体 在 自由 降落 时 的 的 速度 等 于 时 间 的 32 倍 (时 间 以 秒 为 单 
位 ， 长 度 以 英 太 为 单位 )， 他 选择 了 一 组 全 新 的 概念 使 得 它们 之 间 可 以 用 公式 联系 起 来 ， 这 


些 概念 包括 距离、 时 间 、 速 度 、 加 速度 、 力 、 质 量 、 重 量 等 。 对 于 当时 的 物理 学 而 言 ， 这 
是 彻底 的 改造 。 4. 伽利略 注意 到 了 :， 人 从 试验 中 可 能 会 得 出 不 正确 的 原理 。 从 这 种 原理 出 
发 得 出 的 推论 也 就 不 会 正确 。 因 此 伽利略 建议 ， 用 实验 考核 礁 理 的 结果 . 

在 伽利略 的 时 代 ， 天 文 观测 、 远 距离 的 航海 时 经 度 的 确定 、 火 炮 的 发 明 等 对 于 位 置 、 运 
动 、 时 间 的 准确 性 提出 了 更 高 的 要 求 。 这 也 正 是 伽利略 注重 于 量 的 研究 的 原因 之 一 .所 以 他 
产生 函数 的 概念 几乎 是 必然 的 .此 概念 在 几乎 所 有 研究 工作 中 占有 中 心 的 位 置 . 在 《关于 
两 门 新 科学 的 对 话 》 中 从 始 至 终 都 包含 着 这 一 概念 . 他 用 语文 和 比例 的 语言 措 写 一 个 量 随 着 
另 一 个 量 的 变化 而 变化 . 例如 他 说 ，“ 从 静止 状态 开始 以 定 加 速度 下 降 的 物体 ， 其 经 过 的 距 
离 与 所 用 的 时 间 的 平方 成 正比 .” 又 如 : “ 沿 着 同 高 度 的 但 不 同 坡度 的 倾斜 平板 下 滑 的 物体 ， 
其 下 滑 时 间 与 平板 的 长 度 成 正比 .” 这 种 叙述 与 函数 的 差别 基 仅 仅 在 于 是 否 引 入 了 符号 . 所 
以 ， 在 不 久 以 后 ， 他 的 上 面 两 句 话 就 被 写成 s = 5t2 和 t= 太 了 。， 

17 世纪 引入 的 大 部 分 函数 在 函数 概念 没有 被 型 清楚 之 前 ,是 被 当 作 曲线 ( 即 它 的 图 像 ) 
研究 的 。 例如， 对 于 logz 、 sin z 、 az 等 都 是 这 样 。 而 有 些 曲 线 又 被 当 作 动 点 的 轨迹 
17 世纪 中 函数 起 初 被 定义 成 “由 其 他 的 量 经 过 一 系列 代数 运算 而 得 到 的 量 ， 或 者 经 过 任何 
其 他 可 以 想象 的 运算 而 得 到 的 量 ". 这 里 的 “其 他 可 以 想象 的 运算 ” 指 的 是 加 、 减 、 乘 、 除 、 
开 方 五 种 代数 运算 之 外 的 “ 取 极 限 *。 这 种 定义 很 快 被 放弃 了 ， 因 为 它 包含 的 面 太 窗 。 函 数 
的 级 数 表 达 式 就 不 属于 这 个 范围 (一般 的 无 穷 级 数 不 能 用 上 述 六 种 (有限 次 ) 运算 得 出 ). 
1665 年 之 后 ， 牛 顿 在 微 积 分 的 工作 中 常用 “流量 ” (fuent) 表示 变量 之 间 的 关系 。 1673 
年 菜 布 尼 兹 用 “函数 ” (function) 表示 任何 一 个 随 着 曲线 上 的 点 的 变动 而 改变 的 量 ( 例如 
点 的 坐标 切线 、 法 线 的 斜率 、 次 切线 的 长 度 等 )， 他 还 引入 了 常量 、 变 量 、 参 变量 等 术语 . 
1697 年 小 伯 努 利用 “变量 和 常量 以 任何 方式 构成 的 量 ” ( “任何 方式 ” 指 代 数 表 达 式 或 超越 
表达 式 ) 来 表述 函数 ， 次 年 它 采 用 了 莱 布 尼 效 的 “7 的 函数 ”的 说 法 .但 这 仍然 不 是 现在 我 
们 所 说 的 函数 的 全 部 .最 终 ， 1714 年 来 布 尼 效 在 他 的 著作 《历史 》 中 用 “ 天 数 ”一 词 表 示 
依赖 于 变量 的 量 . 至 于 函数 的 记号 ， 则 经 过 多 种 变化 后 ， 1734 年 欧 拉 引 进 了 jz) 这 种 写 
法 。 从 此 函数 概念 就 成 为 了 微机 分 中 的 核心 概念 . 


